mﬂ Maths college

Fonction exponentielle :
comprendre, calculer et réussir

Fonction exponentielle : définition simple, formule, propriétés, méthodes,
erreurs fréquentes et exemples concrets pour bien réussir.

Cours de mathématiques niveau

La fonction exponentielle est la fonction notée exp(x) ou e”x, utilisée pour
modéliser des phénomeénes ou une quantité se multiplie au lieu d’augmenter
d’une valeur fixe. Elle est toujours positive, croissante, et trés utile pour étudier
la croissance, les intéréts composés, les bactéries ou la radioactivité.

Pourquoi une population de bactéries peut-elle doubler tres vite alors qu’un compte
bancaire avec intéréts composés n'augmente pas de facon réguliere ? C'est justement la
gue la fonction exponentielle devient utile. Beaucoup d’éleves la trouvent impressionnante
au début, alors gu’elle repose sur une idée concrete : on ne rajoute pas toujours la méme
guantité, on multiplie. Si vous débutez, si vous aidez un enfant a faire ses devoirs, ou si
vous cherchez une fiche claire pour réviser, le plus efficace est d’avancer étape par étape,
avec des exemples simples et des pieges bien expliqués.

En bref : les réponses rapides

Quelle différence entre e”™x, a”~x et x*n ? — Dans e~ x ou a”x, la variable est
dans I'exposant ; dans x™n, la variable est a la base. Le comportement de
croissance n’est donc pas le méme, surtout pour les grandes valeurs de x.

Pourquoi la dérivée de e™x est-elle encore e~ x ? — C’est une propriété unique
de I'exponentielle de base e : sa vitesse de variation est égale a sa valeur. Cette
particularité explique son réle central en modélisation.

Faut-il connaitre le logarithme pour résoudre toutes les équations
exponentielles ? — Non. Certaines équations se résolvent par simple identification,
par exemple e”~x = e” 3. Le logarithme devient utile quand on a e”™x = 7 ou 3e”™(2x)
= 10.

Comment choisir entre un modele affine et un modeéele exponentiel dans un
probleme ? — Si la quantité gagne toujours la méme valeur, le modele est affine. Si

1/11



elle est multipliée par le méme coefficient ou évolue en pourcentage constant, le
modele exponentiel est adapté.

Comprendre la fonction exponentielle sans jargon : sens
du mot, formule et idée de croissance

La fonction exponentielle sert a décrire une croissance ou une décroissance tres rapide.
On I'écrit souvent e ou , . L'idée clé est simple : quand la variable
augmente régulierement, la quantité étudiée se multiplie, au lieu d’ajouter toujours la
méme valeur. C’'est exactement ce qu’on observe dans une population de bactéries, un
capital placé ou une désintégration radioactive.

Si vous vous demandez qu'est-ce que exponentiel, pensez a la différence entre deux
évolutions. Une croissance additive ajoute toujours la méme quantité : par exemple,
euros par semaine. Une croissance multiplicative, elle, applique toujours le
méme facteur : chaque semaine pour une hausse de . La
seconde finit par accélérer fortement, car chaque augmentation porte aussi sur les gains
précédents. C'est ce mécanisme qu’on appelle croissance exponentielle. Dans un
fonction exponentielle cours de lycée, on apprend justement a reconnaitre ce type de
variation, parce qu'il apparait en sciences, en économie et en modélisation du réel.

La fonction exponentielle formule de référence au lycée est

flx)=e"
ou ' est un nombre particulier, appelé nombre ( , qui vaut environ
. Ce n’est pas un nombre choisi au hasard : il apparait naturellement quand
une guantité croft de fagon continue. La notation signifie exactement la
méme chose que , . Autrement dit, axpte) e . On parle souvent de

fonction exponentielle réelle parce qu’on I'étudie pour des valeurs réelles de
, positives, négatives ou nulles. Ce chapitre arrive au lycée, pas au college,
néanmoins on peut le comprendre sans jargon si I’'on garde en téte une idée simple : a pas

égaux sur l’'axe des , on multiplie les valeurs au lieu de les additionner.
La famille ne se limite pas a - . Il existe aussi les exponentielles de base
, écrites , avec et . Cest la
généralisation souvent annoncée dans les titres de cours : définition, fonction
exponentielle réelle, généralisation de base a , puis applications. Si
, la fonction croit ; si , elle décroit. Le cas - est

central, car il possede des propriétés de calcul tres pratiques et revient partout en



terminale. Retenez donc ce pont sémantique utile : , puissance
est le modele phare, mais il appartient a une famille plus large.

Exemples concrets
Un capital de o0 € placé a par an vaut, aprés " ans,
: la hausse est multiplicative. Une culture de bactéries qui double toutes les
heures suit un modele du type M= Nox2? : plus il y en a, plus
I’'augmentation devient spectaculaire.

Deux exemples du quotidien pour sentir ce qu’est une croissance
exponentielle

Une croissance exponentielle n’ajoute pas toujours la méme quantité : elle multiplie
toujours par le méme facteur. C'est ce qui se passe avec des intéréts composés ou une
population bactérienne qui double. On ne raisonne donc pas avec une simple addition,
mais avec une répétition de multiplications, ce qui conduit naturellement a I'écriture

axq"

Imaginez placés a 10\,\% par an. Apres un an, on obtient
Apres deux ans, ce n’est pas , car les intéréts portent aussi sur les intéréts
déja gagnés : on a , donc . En revanche, si une population de
bactéries double chague heure, partir de bactéries donne , puis
, puis , Soit . Dans les deux cas, ajouter toujours la
méme valeur serait faux : euros par an ou bactéries par heure

ne décrivent pas la situation réelle. La logique correcte est multiplicative, et c'est
précisément I'idée centrale de la fonction exponentielle.

Cours : La fonction exponentielle (et ses propriétés) — Mathemax

Propriétés essentielles : courbe, variations, dérivée,
limites et regle de calcul

La fonction exponentielle - est toujours positive, passe par le point
o car o , et elle est strictement croissante sur . . Sa

dérivée est elle-méme : = . Coté limite, . quand PR et
o quand o o

Dans I'étude de la fonction exponentielle, la premiere idée a retenir est visuelle : la
courbe exponentielle reste toujours au-dessus de I'axe des abscisses, sans jamais le
couper. Elle traverse l'axe des ordonnées au point . A gauche, elle se



rapproche de 0 sans |'atteindre ; a droite, elle monte de plus en plus vite. Cette
lecture simple résume déja les variations exponentielle : sur tout , quand

augmente, ' augmente aussi. Contrairement a une puissance
classique comme , qui peut descendre puis remonter, , ne

change jamais de sens de variation. C’est une fonction dérivable sur . ,
réguliere, sans cassure, et sa pente devient de plus en plus forte quand
grandit.

La fonction exponentielle dérivée a une propriété rare et tres utile :

4 (em) =e.
Autrement dit, la fonction et sa dérivée sont identiques. Cela explique sa croissance
continue. Comme >0 pour tout réel : , Sa dérivée est toujours
positive, donc la fonction est strictement croissante sur . Les propriétés
algébriques servent ensuite a calculer vite : $$e”~{a+b}=e~{a}\times e~ {b} \quad
\text{et} \quad e™{-a}=\frac{1}{e"~{a}.$ e~{a-b}=\frac{e~{a}}{e”~{b}}
v @7 {@a+b}neq e~{a}+e” {b} e~{1+1}=e"~{2}
e+e=2e$, et ces deux nombres sont différents. Cette fonction exponentielle propriété
est centrale en calcul.

La courbe se rapproche de |I'axe des abscisses par au-
dessus

0 o= Point repere

r e b La courbe monte trés vite

Pour la limite fonction exponentielle, il faut retenir ce contraste : vers la gauche, la
fonction devient tres petite ; vers la droite, elle explose. En croissances comparées,
I'’exponentielle finit par dépasser les puissances classiques comme : ,

ou quand : devient tres grand. C’est pour cela
qu’elle modélise bien des phénoménes de croissance rapide. A linverse, quand

est négatif, “ reste positif mais proche de 0 . Cette
combinaison entre positivité, croissance, dérivée simple et regles de calcul fait de
I’exponentielle une fonction de base en lycée, a la fois pour les calculs, les limites et la
lecture de courbe.



Méthode pas a pas : reconnaitre une fonction
exponentielle, calculer une image et résoudre une
équation

Pour reconnaitre une fonction exponentielle, on vérifie que la variable est dans
I'exposant, par exemple dans , ou . Pour calculer
une image d’une fonction, on remplace : par la valeur donnée puis on
simplifie. Pour résoudre une équation exponentielle, on isole I'exponentielle et, si
nécessaire, on applique le logarithme népérien pour faire “descendre” I'exposant.

Une fonction exponentielle contient la variable dans I'exposant. Ainsi, - et
sont exponentielles, alors que ne I'est pas. On retient aussi
que pour tout réel : , et que e =u lorsque le

logarithme népérien est défini.

La vraie question, quand on se demande comment savoir si c’est une fonction
exponentielle, consiste a regarder la place de la variable dans I'expression algébrique.
Si : apparait en exposant, on est dans le monde exponentiel : - ,
et en sont des exemples nets. En revanche, est
une fonction polynomiale, car la variable est a la base et I'exposant est fixe. Le cas
trouble souvent les éleves : ce n’est pas la fonction exponentielle de
référence du programme, méme si la variable apparait aussi dans I'exposant, car elle est
également a la base. Autre piege classique : confondre - et
Dans . , on multiplie le nombre , par : ; dans
, : commande une puissance. Cette distinction change tout,
autant pour le calcul que pour le sens de variation.

Pour comprendre comment calculer une fonction exponentielle, une méthode simple

en 3 étapes suffit. Etape 1 : repérer la formule exacte. Etape 2 : remplacer

par la valeur demandée. Etape 3 : simplifier proprement, sans inventer de régle. Si
Joy—se , alors l'image de vaut e | , alors
sn=sto . L'erreur fréquente n’est pas le calcul numérique, mais la mauvaise

substitution, par exemple écrire 2o-zia quand a2 , OuU croire que

, ce qui est faux. La bonne propriété est

ettt =e® xel.

Ainsi, S , et non e . Cette vigilance évite une grande partie des

fautes de copie et des résultats incohérents.



Pour comment résoudre une équation exponentielle, on peut suivre une méthode
de résolution en 4 étapes. Etape 1 : isoler I'expression exponentielle. Etape 2 : vérifier

gue le membre opposé est positif si I'on a une forme o , car une exponentielle
ne vaut jamais 0 ni un nombre négatif. Etape 3 : si possible, reconnaitre une
égalité directe, par exemple e implique we . Etape 4 : sinon,
appliquer le logarithme népérien : si ook avec , alors w=nt)
Exemple simple : résoudre o1 . On prend le logarithme népérien des deux cotés,
donc () 1) , d’ou o) . Autre cas : . On isole d'abord
, puis , donc et enfin
Les erreurs d’éléves sont trés révélatrices. Ecrire ertmenre est faux ; écrire

we-wa o |’@st @ussi. Le logarithme transforme un produit, pas une somme :

In(ab) =In(a) +In(d).

Autre faute courante : oublier que est toujours positif. L'équation

n’a donc aucune solution. Certains prennent aussi le logarithme de
nombres négatifs ou nuls, ce qui est impossible en réel : no) et
n’'existent pas. Enfin, beaucoup résolvent trop vite en écrivant o= ;
or il faut égaler les exposants, donc , puis = . Ces contre-exemples
sont utiles, car ils montrent que la technique ne repose pas sur des réflexes mécaniques,
mais sur une lecture exacte de I'équation exponentielle et des propriétés admises.

Exercice 1 — []

Dire si chague expression est exponentielle : ' ) '

’

Voir le corrigé

et sont des expressions exponentielles, car la variable est dans
I’'exposant. ne I'est pas : la variable est a la base. - est un cas
particulier, mais ce n’est pas la forme exponentielle usuelle étudiée ici.

Exercice 2 — []

Calculer I'image de 1 par N



Voir le corrigé

On remplace : par

substitution, simplification, résultat.

Exercice 3 — []]

Résoudre =3

Voir le corrigé

i : weewe . La méthode est directe

On applique le logarithme népérien : . Comme , on obtient

z=In(3)

Exercice 4 — []]

Résoudre e 1 =20

Voir le corrigé

On isole I'exponentielle : e
2r=1+1In(4) , puis v &

Exercice 5 — [

Une éleve affirme que

Voir le corrigé

Non. La bonne propriété est

. Puis on prend le logarithme : 21y . Donc

. A-t-elle raison ?

. Numériquement, n’est pas égal a

. C'est une erreur classique a corriger tét dans les fonction exponentielle

exercices corrigés.

Exercice 6 — [][]]

Résoudre



Voir le corrigé

On obtient o . Or >0 pour tout réel : . II n"existe donc
aucune solution. Ce type de question vérifie la compréhension du signe de
I'exponentielle.

Exercice 7 — [][]]

Calculer Si o5

Voir le corrigé

On remplace : par 2 ;o w2esisay . Cet exemple montre que les
puissances négatives donnent des fractions.

Exercice 8 — [][]]

Résoudre

Voir le corrigé
Les bases sont identiques et strictement positives. On égalise donc les exposants
, d’ou = . C'est I'un des réflexes les plus utiles dans les fonction
exponentielle exercices.

Les 5 erreurs les plus fréquentes et comment les éviter

Les erreurs reviennent souvent, mais elles se corrigent vite si I'on repere la bonne regle.

Beaucoup d’éléves écrivent : “ ”. Faux : par exemple, dreznse . En

revanche, on peut écrire et . Autre copie classique : “la dérivée de ,

c’est ”. Non : la dérivée est o . Ainsi, si )=+ , alors
P

Troisieme piege : “ ”. Faux, car simplifie seulement une

expression de la forme . Quatrieme erreur : “ a0 ”. Non,

, comme toute puissance de base non nulle. Enfin, certains résolvent

en écrivant “ ”. Mauvaise opération : il faut appliquer le

logarithme népérien, donc . Retenir les formes évite les automatismes

faux. Un contre-exemple simple suffit souvent a se corriger. C'est une trés bonne
méthode de révision.



A quoi sert la fonction exponentielle ? Applications
réelles simples, de la finance aux bactéries

La fonction exponentielle sert a modéliser une quantité qui se multiplie régulierement,
et non une quantité qui ajoute toujours la méme valeur. On la rencontre dans les intéréts
composés, la croissance d’une population, la radioactivité ou un refroidissement. En
pratique, elle permet d’estimer vite une évolution a partir d’'un taux et d’'un temps.

Le bon réflexe pour savoir quand utiliser la fonction exponentielle est simple : si
I’évolution dépend de la quantité déja présente, on pense croissance exponentielle ou
décroissance exponentielle. Si un capital augmente de 5 % par an, il ne gagne pas
chaque année la méme somme, mais la méme proportion. Avec € placés a
, on obtient aprés . an woosowe PUIS @pres ans
woasne . Une fonction affine conviendrait si I’'on ajoutait, par exemple, 50 € par an,
soit cw =0 s . lci, ce n'est pas le cas. Cet exponentielle exemple montre la
différence essentielle entre “ajouter toujours pareil” et “multiplier toujours pareil”.

Les applications fonction exponentielle apparaissent aussi en biologie. Prenons une
population de bactéries qui double toutes les heures. Si I'on part de
bactéries, on a au bout de s heures . La encore, la hausse devient
vite spectaculaire, car chaque nouvelle bactérie “participe” a la croissance. C'est
exactement I'idée d’une croissance exponentielle. A I'inverse, en radioactivité, une
substance perd une fraction réguliere de sa masse. Si une substance a une demi-vie de

n jours, une masse initiale de “ mg devient 0 mg apres

| jours, puis mg apres s jours, donc ey . On
parle alors de décroissance exponentielle. Une droite serait trompeuse, car la quantité
ne baisse pas de mg chaque période : elle est divisée par

On peut aussi modéliser une propagation tres simplifiée. Si un message est transmis par
chaque personne a autres en une étape, on obtient apres
étapes environ transmissions potentielles, tant que la population disponible
n'est pas saturée. C'est utile pour comprendre pourquoi certains phénomenes démarrent
lentement puis explosent. Dans la vie réelle, cette explosion ne dure pas toujours. Quand
les ressources manquent, le modele exponentiel cesse d'étre bon et une fonction
sigmoide devient plus réaliste. C6té culture mathématique, I’exponentielle dépasse
largement ces cas concrets : elle intervient dans I'équation différentielle linéaire
, dans les liens avec la fonction trigonométrique, la trigonométrie
hyperbolique et |la théorie de Fourier. Ici, I'idée utile reste simple : un taux proportionnel
a |’état présent mene souvent vers I'exponentielle.



Multiplication par
Capital a par an a chaque
période

- . Facteur constant
Bactéries qui doublent

Substance radioactive Perte d’'une méme proportion ORI
Abonnement gagnant . Modele affine, pas
) . Ajout constant )
clients par jour exponentiel

Mini-test rapide. Si une quantité augmente de 200 unités chaque semaine, ce n’est pas
exponentiel. Si elle augmente de 8 % chaque semaine, cela I'est. Si une masse perd 3 g
par jour, modele affine. Si elle perd 12 % par jour, modele exponentiel. Voila la question
a se poser : la variation est-elle une quantité fixe ou une proportion fixe ? C'est le critere le
plus fiable pour reconnaitre quand utiliser la fonction exponentielle sans se tromper.

Qu'est-ce que ca veut dire exponentiel ?

Exponentiel désigne une évolution ou la variable se trouve dans I'exposant. En
mathématiques, une fonction exponentielle s’écrit sous la forme f(x)=a”x avec a>0 et
a#=1l, ou e”x dans le cas le plus courant. Ce type de fonction modélise des croissances ou
décroissances rapides, par exemple en finance, en population ou en radioactivité.

Comment calculer une fonction exponentielle ?

Pour calculer une fonction exponentielle, je remplace simplement x par la valeur
demandée. Par exemple, si f(x)=2"x, alors f(3)=273=8. Si la fonction est f(x)=e"x,
j'utilise la constante e=2,718. Avec une calculatrice, il suffit d’entrer la base puis
I’'exposant, ou d'utiliser la touche exp pour e”™x.

Comment résoudre une équation exponentielle ?

Pour résoudre une équation exponentielle, j'essaie d’abord d’écrire les deux membres
avec la méme base. Par exemple, 2™ (x+1)=8 devient 2™ (x+1)=2"3, donc x+1=3 et x=2.
Si ce n’est pas possible, j'utilise le logarithme. Par exemple, e”~x=5 donne x=In(5). Le
logarithme permet de faire descendre I'exposant.

Comment savoir si c'est une fonction exponentielle ?

Je reconnais une fonction exponentielle lorsque la variable x apparait dans I'exposant,
comme dans 37X, e™x ou 57(2x). Ce n’est pas une fonction exponentielle si x est



seulement multiplié, additionné ou élevé a une puissance fixe, comme x™2 ou 4x+1. Le
critere clé est donc la présence de la variable dans I'exposant.

Comment savoir si une fonction est exponentielle ?

Une fonction est exponentielle si elle peut s’écrire sous la forme f(x)=a”x ou f(x)=k-a”x,
avec a>0 et a=l. Je vérifie que la base est constante et que l'inconnue est dans
I'’exposant. En pratique, cela correspond souvent a des phénomenes de croissance
proportionnelle, ou le taux d’évolution reste constant.

Quelle est la dérivée de la fonction exponentielle ?

La dérivée de la fonction exponentielle de base e est tres simple : la dérivée de e™x est
e”x. C'est une propriété fondamentale. Plus généralement, si j'ai e”~(u(x)), alors la dérivée
vaut u'(x)e”™(u(x)). Pour une fonction a~x, la dérivée est a~x:In(a). Ces formules sont
essentielles en analyse et en étude de variations.

Comment déterminer la limite d'une fonction exponentielle ?

Pour déterminer la limite d'une fonction exponentielle, j'observe le signe de I'exposant
guand x tend vers I'infini ou moins l'infini. Par exemple, e”x tend vers +« quand x—+» et
vers 0 quand x—»—o. Si I'exposant est négatif, comme e”(—x), le comportement s’inverse.
Il faut donc analyser I'expression placée dans I'exposant.

Quelles sont les propriétés de I'exponentielle ?

La fonction exponentielle est toujours positive, définie sur tous les réels et strictement
croissante dans le cas de e”x. Elle vérifie e”(a+b)=e"a-e™b, e”0=1 et 1/e”x=e"(—x).
Sa dérivée est elle-méme, ce qui la rend unique. Elle joue un réle central pour modéliser
les croissances continues et résoudre de nombreuses équations.

Retenir la fonction exponentielle, c’est surtout comprendre une idée : une évolution
multiplicative n’obéit pas aux mémes réflexes qu’'une évolution additive. Pour progresser,
entrainez-vous a reconnaitre les situations de croissance ou décroissance, a manipuler e”~x
sans confondre avec les puissances classiques, puis a vérifier vos résultats avec le sens du
probléme. Avec quelques exemples concrets et des exercices corrigés simples, cette
notion devient beaucoup plus accessible et logique.
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